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Processos Markovianos de saltos

Seja S um cj enumeravel qquer e Q = (gxy )x,yes uma Q-matriz,
i.e., QsatisfazVx,y € S

(') 0 < Jx ‘= —Qxx < 00,
(i) g >0, se x #y;
(III) ZzES qxz = 0.

Obs. ZZES,Z;AX dxz = Qgx

Para x,y € S, sejam

)G seax#0ex#y; _JO, seqi#0;
¥ 0, segy=0ex#y. 1, seqgy=0.

7TXX -

Entdo M := {my,; x,y € S} é uma matriz estocdstica.



PMSs (cont)

Vamos a seguir construir um processo de saltos (X:), definindo a
cadeia de saltos e depois os tempos de salto.

1) Cadeia de saltos: (Y,) ~ CM(u, M), onde p é a distribuicdo de
Xo.

2) Dada (Y},), T, To,... sdo va's exponenciais independentes com
taxas qv,, qv;, - - -, resp.

Construgdo de (X;)
Sejam 79,71, ... va's iid Exp(1). Dada (Y}), fagamos

Tn+1 = 7'n/qY,,: n>0
(conv: 7,/0 = c0). Note que T, >0V n>1qc.

H4 3 casos (como j4 vimos antes, mais genericamente).



3 casos

1) Se T,,<ooVn21e5,,:27=17';%ooquandon%oo, entdo
Xe=Yn seS,<t<S,.1 paraalgum n >0 (S =0),

estd bem definido para todo t > 0.

2) Se T, = oo para algum n > 1, seja n* = min{n >1: T, = oo},

entao
Xe =Y, se S, <t< S, para algum n < n* (S, = 00),

estd bem definido para todo t > 0.

3)Se T, <ooVn>1leS,— (¢ <ooquando n — oo, entdo

Xe=Yn se S, <t< S,y paraalgum n>0

=00, se t > (, onde

oo € um pto adicionado a S, estd bem definido para todo t > 0.

(Xt)e>0 assim definido é dito processo Markoviano de saltos (minimo)
associado a Q. Notagdo: (X;) ~ PMS(+, Q).



PMS — Ppdde de Markov
Teorema 1
Dados 0 <ty < t1 <+ < th < tpnt1 € X0y---,Xn+l €S,

P(Xtyy = Xnt1 | Xty = Xny - oo, Xty = x0) = P, (X1 —t, = Xnt+1)-

Dem. Segue da construcdo, usando a falta de memdria da distr
exponencial e ppdde de Markov de (Y},).

X
—
S
r——0
~ Exp(qx,) indep do passado
—A
L — —I >
————— o




Construcoes equivalentes
1) {r7; y €8, n>0} iid Exp(1)
Dado que Y, = x, entdo faca

T n+1 = Th 7 /Axys ¥ # X Tpe1 = infyy Tr{+1

_ Ty .
Y= y, seTpr1=1T, 1
n+1 —
X, se Thy1 =0

2) Sejam (N;”), x,y € S, PPs indep c/txs gy, resp.
Dados Yy e Sp = 0, fagamos indutiva/e
Spp1 = inf{t > S, N + N;;’“y para algum y # Y, }, e

y, se Spi1 <ooe NY"’y #+ N Y"’y
Yn+1 =
Yo, seSpi1=

Obs. Os infs acima estdo bem defs pois Zyix Qxy = Qx < 0.



Explosao

Dados x € S e uma Q-matriz Q em S, dizemos que o PMS(dx, Q)
é explosivo a partir de x se

P, (Sn — ¢ < o0 quando n — o0) > 0. (1)
Do contrario, dizemos que o PMS é ndo explosivo a partir de x.

Teorema 2

Seja (X¢) ~ PMS(dx, Q) como acima. Entdo (X;) é ndo explosivo
a partir de x

(i) para todo x € S, se sup,cs gx < 00; ou

(ii) se x for recorrente para (Y)).

Obs. A condigdo em (i) esta sempre satisfeita se S for finito.

Dem. Usamos a construgdo de (X;) com tempos de salto

Tot1 = Tn/qy,, n >0, onde 79, 71,... va's iid Exp(1).



Dem. Teo 2 (cont)
Em (i), seja ¢ = sup,cs gx. Entdo
aC =320 Trt1 = 3020 Tn = 00 qC
Em (iii), vamos supor que gx > 0, do contrario temos uma

situacdo trivial. Entdo, existe gc uma subsequéncia
0=Np <Ny <--- tq YN,-:Xv i > 0. Logo

gxC > D720 TN, = 00 qc. O
Teorema 3
Seja (X¢) ~ PMS(+,Q), e ¢ o tempo de explosdo de (Xt).
Fixado 6 > 0, seja z, = E,(e7%), x € S. Entdo z := () satisfaz:
(i) |z <1, x € S;
(i) Qz = 06z.

Além disto, se Z satisfizer (i-ii), entdo Z, < z,, x € S.



Dem. Teo 3

(i) é bvio;

(ii) Condicionando no 1o salto:

7, = E,(e7%) Z/ dt gre” ¥y e V'E, (e7%)

yF#x
= qx Z Txy Zy / dte (@t Z Txy Zy
yF#x y#X
= 2(0 — Goc) = X0y 1x G2y = Oz = Zy Gxy Zy O,

O argumento acima pode ser repetido p/obtermos:

Ex(e7") = Xy grtgBy(e71), n 2.0




Dem. Teo 3 (cont)

Se Z satisfaz (i-ii), entdo

3, <1=E, (e ), x € S, e, supondo indutiva/e que

Z, < Ex(e_es"), x € S, entdo, de (ii),

Ze= Dy %%’ < Dytx qjieEX(e_esn) = Ex(e”?%m1),
e completamos o passo de indu¢do para concluir que

Z < Ex(e_gs"), n>0, e logo

2 <limp oo Ex(e7) =By (e7®) =2z, x€ S O

Def. Dizemos que uma Q-matriz Q em S é explosiva se (1) valer
para algum x € §. Caso contrario, Q é dita ndo explosiva.
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Corolario

Para todo 0 > 0, sdo equivalentes

(i) Q é n3o explosiva;
(i) Qz=0ze|z| <1VxeS=z=0.

Dem. (i = ii)
(i) = Px(¢ = o) = 1¥x = E,(e7%) = 0¥x. (*)
Se Qz =0z e |z < 1, entdo temos do Teo 3 que

(*)

+z, <Ey(e ) E 0= 2=0.

(i = i)
Do Teo 3, temos que E,(e~%) satisfaz a premissa de (ii).
Segue entdo da conclus3o de (ii) que

Ex(e %) =0, xcSe logo, Py(( =c0)=1,x€S. O
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